




نوشتن معادله خط

.(اش کاهش می یابدx،yیعنی با افزایش . )شیب منفی باشد، خط نزولی است

:به دو روش کلی می توان معادله خط را نوشت

بدهند؛ را و نقطه          دو : روش اول

روی خطو نقطه   mبا داشتن شیب : 2روش 

.(اش هم افزایش می یابد x،yیعنی با افزایش . )مثبت باشد، خط صعودی استشیب 
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خطعرض از مبدأ و طول از مبدأ مفهوم 

در معادله استاندارد خط، یعنی  : نکته
.  عرض از مبدأ استعدد ثابت  hو شیب  xضریب 

ای که به دستت می ییتد عترض از yرا صفر می دهی مقدار  x)عرض از مبدأ، محل برخورد خط است با محور عرض ها، 
.(مبدأ است

ای کته بته دستت می ییتد طتول از مبتدأ X! را صتفر بتد  y)و طول از مبدأ هم محل برخورد خط بتا محتور طول هاستت 
.(  است

y mx h 



.را در شکل مقابل به دست یورید Bو  Aمجموع طول از مبدأ و عرض از مبدأ خط گذرند  از دو نقطه : مثال



د  بنتد ، اما بته عقیت. بگیرید، بعد این دو نقطه را به هم وصل کنید yدو مقدار بدهید و دو مقدار برای ،xمی توانید به 
.داین گونه نمودارش دقیق تر درمی یی. عرض از مبدأ و طول از مبدأ خط را بیابید و به هم وصل کنید

روش رسم نمودار یک خط

شرط موازی بودن و عمود بودن دو خط

. یکتدیگر باشتددو خط با هم موازی اند اگر شیب ین ها برابر باشد و بر هم عمودند اگر شیب های ین ها عکس و قرینته
(-1شیب های ین ها بشود ضرب یعنی )

فاصله دو نقطه از هم

:  از هم می شودو فاصله دو نقطه  x
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1 0 1 0



:وضعیت هر جفت از خطوط زیر را نسبت به هم مشخص کنید( تمرین کتاب: )مثال

 l : x y2 1  d : y x2 3   : x y2 0



و طول  AHهستند، معادله ارتفاع  ABCمختصات سه رأس مثلث ،            و                نقاط : مثال
.ین را به دست یورید

C( , )1 2B( , )3 0A( , )1 2



AB Aنقطه وسط پاره خط  B
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.در نظر بگیریدرا و  ( تمرین کتاب: )مثال
.به دست یورید ABفاصله مبدأ مختصات را از وسط پار  خط ( الف

A( , )14 3B( , )10 13

.بنویسیدرا  ABمعادله عمود منصف پار  خط ( ب



.محاسبه کنیدرا  PMباشد، میانه PNQمثلث ،               ،               رئوس اگر نقاط  : مثال P( , )0 2N( , )2 0Q( , )2 3



فاصله دو خط

:برابر است باخط از فاصله  : خط فاصله نقطه از 

:تعریف است که می شودقابل و خط موازی به فرم 2برای  ax by c  0ax by c  0
c c

d

a b
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:و                          خط موازی 2مثلا فاصله : یک مثال ببینید   x y4 3 5   x y8 6 7



روش تغییر متغیر برای حل معادله درجه دوم

رم کلی  معادلات دیگری وجود دارند که به یک معادله درجه دوم قابل تبدیل هستند، در معادلاتی که ف

.را برای ین ها اعمال کنید، به راحتی قابل حل می شونددارند، اگر تغییر متغیر را 

a b c  2 0

t

.را حل کنیممی خواهیم معادله : مثال     ( x ) ( x )
2 2 23 1 13 3 1 22 0



2مجموع و حاصل ضرب ریشه های معادله درجه 

:می توان جمع و ضرب دو ریشه را از روابط زیر به دست یوردباشد اگر    0

sum b
S x x

a


  1 2

product c
P x x

a
  1 2

.یدبیابرا حل معادله، مجموع و حاصل ضرب ریشه ها  بدون در معادله  : مثال    x x
22 5 0(P,S)

!می باشدین ها باشد، معادله به صورت   ضرب  Pریشه ها و جمع  Sدر یک معادله درجه دوم اگر  x Sx P  2 0

Pو  Sنوشتن معادله درجه دوم با داشتن 



.دانداز  طول و عرض این زمین را تعیین کنی. متر است14متر و مساحت ین 18محیط یک زمین مستطیل شکل : مثال



ماکزیمم یا مینیمم سهمی

نمودار تابع درجه دوم !!( حالا یا نمی دانی)همانطور که می دانی 

.، که به ین سهمی می گویندیا               استبه صورت  

به( یعنی )رو به پایین است و در طول رأسش ، سهمی حالا اگر 
.مقدار خود می رسد( ماکزیمم)بیشترین 

y ax bx c  2

a 0b
x

a
 

2

به( یعنی )سهمی رو به بالا است و در طول رأسش ، حالا اگر 
.مقدار خود می رسد( مینیمم) کمترین 

a 0
b

x
a

 
2



متتر 100نهتا هزینته او ت. یک ماهیگیر می خواهتد در کنتار رودخانته محوطته های مستتطیل شتکل را فنس کشتی کنتد: مثال
.ن مقدار ممکن گرددابعاد مستطیل را طوری تعیین کنید که مساحت ین بیشتری. فنس کشی را در اختیار دارد

چترا کته . ها، صفرهای ین تتابع می گوینتدxبه طور کلی به نقاط برخورد یک تابع با محور : 2صفرهای تابع درجه : نکته
!!مقدار تابع در ین جا می شود صفر بی صاحاب



درجه نسبت به سطح زمین با سرعت اولیه 45فوتبالیستی توپی را با زاویه ( مثال کتاب: )مثال
، ی باشتدممسیر حرکت توپ، مانند شکل مقابل است که تتابع مستیر ین بته صتورت  . می کندشوت 

.نقطه برخورد توپ با زمین را به دست یورید

m
s

20


 y x x
21

40



:از روی نمودار cو  bو  aمشخص کردن علامت 

.استاگر رو به پایین بود،  و جهت سهمی رو به بالا بود،  اگر : aعلامت -1

 c، پتس می شتود                مقدار عرض از مبتدأ ستهمی به دستت می ییتد کته اگر              ، : cعلامت -2

!هاستyهمان عرض از مبدأ یا محل برخورد سهمی با محور 

را یتافتیم و علامتت طتول aتوجته بته اینکته علامتت بتا رأس سهمی می شود  طول :  bعلامت-3

.مشخص می شودbرأس سهمی را هم از نمودار خواهیم یافت، علامت 

:کنید به سهمی مقابل دقت مثلا 

y ax bx c  2

a 0a 0
x 0y c

b
x

a
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.معادله سهمی های زیر را بنویسید: مثال



معادلات گویا و رادیکالی

.یک عبارت کسری که صورت و مخرجش چندجمله ای است: عبارت گویا

.عبارت گویاستمثلا                         یک 

.گونه ای از معادلات است که از جمع و تفریق چند عبارت گویا تولید می شود: گویامعادلات 

x

x x



 

2

2
2 1

4 5 1

روش حل معادلات گویا

رک بعد بین همه ی ین ها مخرج مشت. همه ی عبارات را به یک سمت می بریم، طوری که مساوی صفر شوند

استاوی صفر می دانیم کسری مس. می شود، این گونه عبارت تبدیل به یک کسر به فرم  می گیریم

.رجی را صفر نکننددر انتها جواب ها را در مخرج چک می کنیم که مخ. باشد، در نتیجه باید صفر که صورتش 

P(x)

Q(x)
0

P(x) 0



.حل کنیدرا معادله  ( فعالیت کتاب درسی: )مثال 
 

 

x x

xx x x
2 2

2 2
11



مستطیل طلایی 
ینرض مستطیلی است که در ین نسبت مجموع طول و عرض ین به طول ین برابر نسبت طول به ع

نایطول به عرض نسبت :  داشته باشیماگر در مثلا یعنی . باشد

!استمعروف این عدد به عدد طلایی که می شودمستطیل 

x y x

x y




x

y


  /
1 5 1 618

2

معادلات رادیکالی

یکال های با فرجه در کتاب درسی فقط راد. )معادلاتی هستند که در ین ها، عبارت رادیکالی شامل مجهول وجود دارد
.(بررسی می شوند2

. ف تنهتا بمانتدبرای حل، جملات معادله را طوری در طرفین تساوی جابه جا کنید که رادیکال در یتک طتر: روش حل
ا رادیکال هتا از بتین سپس طرفین را به توان فرجه رادیکال برسانید و در صورت لزوم این عمل را تکرار کنیتد تت

.بروند
د قابتل چتک کنیتد، اگتر در ین صتدد کردنت( اونی که هنتوز بته تتوان نرستید )در یخر جواب ها را در معادله ی اولیه 

!رساندن، ریشه های خارجی یا فیک تولید می شوند2چرا که با به توان ! قبولند



؟تندبدون حل معادله، توضیح دهید که چرا معادلات زیر فاقد ریشه حقیقی هس( کار در کلاس: )مثال

 t 2 0    x x2 2 3 1 0    x x1 2 0



کم شتد  استت؛ بته طتوری یک میله پرچم بزرگ، مطابق شکل توسط کابل هایی به چهار نقطه در زمین مح( تمرین کتاب)-1
.را به دست یورید Dمختصات نقطه . که فاصله هر نقطه تا میله برابر است با فاصله ی نقطه ی مقابل ین تا میله



از کتی یاگتر  . استتواقتع یکی از اضلاع مربعی بر خط  ( تمرین کتاب)-2
.رئوس این مربع باشد، مساحت ین را به دست یورید

 L : y a2 1A( , )3 0



و    نشان دهید دو خط با معادلات  ( الف( تمرین کتاب)-3
.یکدیگر موازیندبا 

  x y5 12 8 0   x y10 24 10 0
.فاصله این دو خط را محاسبه کنید( ب



. درجته شتمالی استت38درجه شرقی و عرض جغرافیایی ین حدود 46طول جغرافیایی تبریز تقریبا ( تمرین کتاب)-4
اطلاعتات در ایتن. دهتیمنشتان برای راحتی، می توانیم موقعیت این شهر را به طور خلاصته، بته صتورت  

ماننتد مستافت با فرض اینکه مستافت فیزیکتی هتر درجته طتول جغرافیتایی ه. استمورد چابهار به صورت 
.ین دو شهر، مطلوب است محاسبه فاصله تقریبی اباشدفیزیکی هر درجه عرض جغرافیایی برابر  

( , )46 38
( , )61 25

km110



.معادله زیر را حل کنید( تمرین کتاب)-5
  x x

4 28 8 0



اگتر محتیط . خت استتاستادیومی به شکل مستطیل با دو نیم دایر  در دو انتهای ین در حتال ستا( تمرین کتاب)-6
:متر باشد، ابعاد مستطیل را طوری بیابید که1500استادیوم 

.مساحت استادیوم حداکثر مقدار ممکن شود( ب.مساحت مستطیل حداکثر مقدار ممکن گردد( الف



.معادله سهمی های زیر را بنویسید( تمرین کتاب)-7







.هر یکی از معادلات زیر را حل کنید( تمرین کتاب)-8



.هر یکی از معادلات زیر را حل کنید( تمرین کتاب)-8

(الف
 

 
  

x x x

x x x

2 1 1
3 4 3



(ب   x x1 2 5 1



(پ m
m

1 2





را  a. درا در نظتر بگیریتو                       دو ختط بته معادلته های  ( امتحانات سال گذشتته)-10
:طوری بیابید که

.این دو خط با هم موازی باشند( الف

 x y2 3 5 ax y2 3

.این دو خط بر هم عمود باشند( ب



را چنان بیابید که مجموع ریشه های معادله  mمقدار ( امتحانات سال گذشته)-11
.باشد3برابر با 

   x (m )x m
22 1 3 0



.در نظر بگیریدو               و             را با رأس های  ABCمثلث ( امتحانات سال گذشته)-12

.را بیابیدBCوسط پار  خط Mمختصات نقطه ( الف

A( , )1 3B( , )1 1C( , )5 1

.را بیابید AMطول میانه ( ب



.معادلة زیر را حل کنید( امتحانات سال گذشته)-13  x x
3 67 1 8



بنویسید به طوری که با خطنقطه             را معادله خط گذرند  از ( امتحانات سال گذشته)-14
.موازی باشد

A( , )2 4 y x3 2





و هیر نقهیه کیه دارای ویژگیی می باشیند  Aمکان هندسی مجموعه ای از نقاط است که دارای ویژگیی : تعریف مکان هندسی
A در آن مکان هندسی است قهعاباشد ،!

دارند، کدام است؟قرار فاصله ثابت به  dمکان هندسی نقاطی از صفحه که از خط : مثال cm1



.واحد طول باشد3و 4و 5مثلثی رسم کنید که طول اضلاعش ( مشابه فعالیت کتاب: )مثال 



پاره خطعمودمنصف مکان هندسی نقاطی از صفحه است که از دو سر : تعریف عمودمنصف
.به یک فاصله اندABمفروض 

بیار دیگیر بیه مرکیز و  Aکنید و یک بار به مرکز باز  ABدهانه پرگار را بیش از نصف طول . در نظر بگیریدرا  ABپاره خط 

B  دو کمان رسم کنید تا دو کمان یکدیگر را در نقاطP  وQ  کنندقهع.

. دارندقرار  ABپس روی عمودمنصف . از دو سر پاره خط یکسان است Qو  Pفاصله 

.است ABعمودمنصف  PQنتیجه در 



عمودمنصف های دو ضلع این مثلث را رسم. بنامید ABCمثلثی دلخواه رسم کنید و آن را ( تمرین کتاب: )مثال

نسبت به Cو Bنقاط . یک دایره رسم کنید OAو به شعاع Oبه مرکز . بنامیدOکنید و نقهه برخورد آن ها را 

این دایره چه وضعیتی دارند؟ چرا؟



.محل برخورد عمودمنصف های یک مثلث، مرکز دایره محیهی این مثلث است: نکته

 Mدر نتیجیه . قهیع کنید Bو Aرا در دو نقهیه dدو کمان طوری رسم کنید که خیط ،Mبه شعاع دلخواه و به مرکز 

روی  M. با روشی که در قسمت قبل گفتییم رسیم کنییدرا  ABحالا عمودمنصف پاره خط . است ABپاره خط وسط 

!رسم شد Mگذرنده از نقهه و  dدر نتیجه خط عمود بر خط . است ABعمودمنصف 



 Pقهع کند، طبیعتا فاصله نقهه Bو Aرا در دو نقهه dو شعاع دلخواه، یک کمان طوری رسم کنید که خط Pبه مرکز 

را ABحالا باید عمودمنصف . استABروی عمودمنصف Pدر نتیجه . به یک اندازه استBو Aدو نقهه از 

.می گذردPکنیم که از نقهه رسم 

.عمود باشد، رسم شدdبگذرد و بر خط Pدر نتیجه خهی که از نقهه 



.(در قسمت قبل گفته شد)باشد عمود  dو بر خط بگذرد  Pبه گونه ای رسم کنید که از نقهه را خط  

و طبق عکیس قیییه خهیوط میوازی. باشدخط      عمود بگذرد و بر  Pبه گونه ای رسم کنید که از نقهه را حالا خط 
.بوده اندموازی هم و مورب  dو پس دو خط  ، مورب، چون 

d1

d1
d2

P H1 1 90d2d1



.دنبال کنیدتوضیحات بنده را روی شکل 
در نتیجیه )قهع کنند  Qو  Pابتدا دهانه پرگار را به مقدار دلخواه باز کنید و کمانی رسم کنید تا اضلاع زاویه را در نقاط 

و بیار دیگیر  Pو یک بار به مرکیز  PQدهانه پرگار را کمی بازتر کنید، بیش از نصف طول پاره خط( ( 1)

و ( 1)حیالا بیا تو یه بیه (                  (. 2)پیس . )قهع کنند Wدو کمان رسم کنید تا یکدیگر را در نقهه Qبه مرکز 
و  OPWمشترک اسیت، نتیجیه می گییریم دو مثلیث  OQWو  OPWبرای دو مثلث  OWو اینکه ضلع ( 2)

OQW پس  و در نتیجه . بنا به حالت ض ض ض هم نهشتندOW  نیمساز زاویهPOQ است.

OP OQ

QW PW



ید و نیمسازهای دو زاویه این مثلث را رسم کن. بنامیدABCمثلثی دلخواه رسم کنید و آن را ( تمرین کتاب: )مثال
. بنامیدHبر سه ضلع مثلث عمود رسم کنید و پای یکی از عمودها را Oاز نقهه . بنامیدOنقهه برخورد آن ها را 

به این دایره چه وضعیتی دارند؟ چرا؟نسبت  ABCاضلاع مثلث . دایره ای رسم کنیدOHبه شعاع و Oبه مرکز 



بیا . می گوینیدییک تناسیبییک نسیبت و بیه ( کیه            )کسیر      به : نسبت و تناسب و خواص آن
:خواص تناوب آشنا شوید

.محل برخورد نیمسازهای یک مثلث، مرکز دایره محاطی این مثلث است: نکته

a

b
b 0a c

b d


a c
ad bc

b d
  

a c
ad bc

b d
  

a c b d

b d a c
  

a c d c

b d b a

a c a b

b d c d

   


   


a b c d

b da c

b d a c

b a d c

  


  
 
  

a b c d

b da c

b d a c

b a d c

  


  
 
  



با چه عددی است؟برابر در تناسب زیر مشخص کنید نسبت  ( تمرین کتاب: )مثال a

b



یجه ای کلی از آن به نوعی از استدلال که در آن از مشاهده و بررسی موضوع در چند حالت، نت: استدلال استقرایی
.استدلال استقرایی می گوییم« از  زء به کل می رسیم»موضوع گرفته می شود یا به اصهلاح 

ذیرفته ایم، نتیجیه گیری به نوعی از استدلال که در آن بر پایه واقعیت هایی که درستی آن ها را پ: استدلال استنتا ی
:چند مثال از این استدلال. منهقی ای می کنیم، استدلال استنتا ی می گوییم

رسم شود، آنگاه BCموازی با ضلع DEاگر ،ABCدر مثلث 
.(به عبارت دیگر، نسبت قهعه هایی که  دا می شوند، برابر است). 

AD AE

DB EC




ستالاست با دو بار استفاده از قییه موازی BCبا EFو FBبا DEدر شکل زیر ،ABCدر مثلث : مثال

:ثابت کنید
AD AF

DF FC



AD AE DE
DE || BC

AB AC BC

.به دست آوریدرا  yو xدر شکل مقابل ، مقادیر ( تمرین کتاب: )مثال



.ت یا غلط باشدعکس یک قییه می تواند درس. اگر  ای فرض و حکم عوض شود عکس یک قییه حاصل می شود: عکس قییه

:  مثال 

".اگر اسم یک حیوان شیر باشد، آنگاه درنده است": قییه

!اشهمثلاً ممکنه خرس ب. نادرست است".اگر یک حیوان درنده باشد، آنگاه اسمش شیر است": :قییهعکس 

."اگر اسم یک حیوان شیر باشد، آنگاه لقبش سلهان  نگل است": قییه

قیب شییر، سیلهان چون فقیط ل. درست است".اگر لقب یک حیوان سلهان  نگل باشد، آن حیوان شیر است": عکس قییه

! نگل است

!ولی خدایی شیرفهم شدیدا ! چه شیر تو شیری شد



.(یه مهم نیستدرستی یا نادرستی عکس قی. )در هر کدام از قییه های زیر، عکس قییه را بنویسید: مثال

.اگر یک چهارضلعی متوازی الاضلاع باشد، آنگاه قهرهایش منصف یکدیگر اند: قییه( الف

.ا هم برابرنداگر دو ضلع از مثلثی با هم برابر باشند، آنگاه ارتفاع های نظیر آن دو ضلع ب: قییه( ب
:                      ( حکم:                    فرض: )داریمروبه رو در مثلث  AB AC CH BH

AD:  در مثلث روبه رو داریم(: تالس)قییه ( ج AE
DE || BC =     

DB EC



. بر میا معلیوم نباشیدگزاره یک  مله خبری است که دقیقا درست یا نادرست است، اگرچه درستی یا نادرستی آن
یک خبیر را اعیلام کنید و گزاره می تواند تنها یک خبر را اعلام کند که به آن گزاره ساده می گویند و می تواند بیش از

ده »و « دا شینبه اسیتفیر»مثلا گزاره هیای . در واقع ترکیبی از چند گزاره ساده باشد که به آن گزاره مرکب می گویند
یک گیزاره « تفردا سه شنبه است و ده عددی فرد اس»هر کدام به تنهایی یک گزاره ساده اند و « عددی فرد است

.مرکب است
(درست یا غلط! )چون حاوی یک خبرند. به عنوان مثال  مله های زیر همه گزاره اند

.عددی اول است23.علی به مدرسه آمد
.عدد اول زوج و ود ندارد1000≤ 0

.اما  ملات زیر گزاره نیستند، چون خبری را ارائه نمی دهند
آیا قهرهای لوزی بر هم عمودند؟چه رنگ زیبایی

عددی اول است؟43آیا .از روی صندلی پاشو
.یک مثلث متساوی الساقین رسم کنید



د ارزش نقیض یک گیزاره دقیقیا مخیالف ارزش خیو. نباشد Aچیزی که می شود  Aیک گزاره باشد، نقیض  Aاگر 
.ن درست استدر نتیجه اگر گزاره درست باشد، نقیض آن غلط و اگر گزاره غلط باشد، نقیض آ. گزاره است

:به عنوان مثال
«عددی اول نیست23»: آننقیض «عددی اول است23»: گزاره( الف
«است Bمساوی کوچک تر  A»: آننقیض «بزرگ تر است Bاز  A»: گزاره( ب

غیرممکن و از آن  ا به یک تناقض با فرض یا به یک نتیجه( فرض خلف)فرض می کنیم حکم درست نباشد 

.می شودی حکم ثابت غلط بوده و در نتیجه درست( اینکه حکم درست نباشد)پس نتیجه می گیریم فرض خلف . می رسیم



«نیز فرد است nباشد، فرد اگر »با برهان خلف ثابت کنید ( مثال کتاب: )مثال 

باشیمداشته  ABCاگر مانند شکل مقابل در مثلث 

.آنگاه  AE AD

EC DB
DE BC



 ACرسم می کنیم تا ضلع  BCخهی موازی  Dلذا از نقهه ......... . و   فرض کنید حکم مسئله غلط باشد 

مسئله نیز که با تو ه به فرض. داریم               با تو ه به قییه تالس . قهع کنددر نقهه ای مانند را 

از دو . داشتیم                

سپ. داریم                با ترکیب این نسبت در مخرج نتیجه می گیریم که نسبت 

ودن پس از ابتدا فرض غلیط بی. است و این تناقض استDEهمان است و  منهبق بر  Eپس 
.یعنی . تواند غلط باشدنادرست بوده و حکم نمی( فرض خلف)حکم مسئله 

EAE AD

DBE C






AE AD

EC DB


AE AE

EC E C





AE AE

AC AC


AE AE

EDE

DE BC



ییه های دوشیرطی ق. اگر در یک قییه، هم خود قییه درست باشد و هم عکس آن، به آن قییه دوشرطی می گویند
.بیان می کنند« اگر و تنها اگر»نشان می دهند و با .......  نماد  را با 

ا هیم برابیر باشیند، در یک مثلث دو ضلع برابرند اگر و تنها اگر زاوییه های روبیه رو بیه آن هیا بی: مثال کتاب درسی
!(مثلث متساوی الساقین رو میگه)

:مثال نقض
.نوعی از استدلال است که در آن با آوردن یک مثال، درستی یک حکم کلی رد می شود

!ک حکم کلی استمثال نقض نمی توان درستی حکم را اثبات کرد و کاربرد آن برای رد درستی یبا : نکته



سییار بسییار معتبیر در نشیان ب)هیچ ایرانی ای تا به حیال میدال فیلیدز »فرض کنید فردی ادعا کنه که ( مثال کتاب: )مثال

ک ایرانی مثال بزنیید در این صورت اگه شما حتی ی« نگرفته است!( سال یک بار به یک نابغه اهدا میشه4ریاضی که هر 

انی بلکه اولین خانومی مرحوم مریم میرزاخانی نه تنها اولین ایر. که این مدل رو گرفته باشه، ادعای این فرد باطل میشه

!ایشون میشن مثال نقض این ادعا! روحشون شاد! گرفتند2014بودند که این نشان رو در سال 

ر بیا هیم برابیر باشیند و متشابه هستند، اگر و تنها اگیر زاوییه های متنیا زیر دو مثلث »: مفهوم تشابه
:یعنی« .نسبت اضلاع متنا ر در دو مثلث، یکسان باشد

A A , B B ,C C
A BC A B C AB AC BC

A B A C B C



نید، در ایین صیورت اگر خهی موازی یکی از اضلاع مثلیث، دو ضیلع دیگیر را قهیع ک: قییه اساسی تشابه مثلث ها
.مثلث کوچکی که به و ود می آید، با مثلث بزرگ اولیه متشابه است

ه دو مثلیث را بییان می کنید، با تو ه به قییه اساسی تشابه مثلث ها، می توان سه قییه بعد را که حالت های تشیاب
.اثبات کرد

.ه اندهر گاه دو زاویه از مثلثی با دو زاویه از مثلث دیگر برابر باشد، دو مثلث متشاب: 1قییه 
و زاویه بین آن ها هرگاه اندازه های دو ضلع از مثلثی با اندازه های دو ضلع از مثلث دیگر متناسب بوده: 2قییه 

.با هم برابر باشند، دو مثلث متشابه اند
.ثلث متشابه اندهر گاه اندازه های سه ضلع از مثلثی با اندازه های سه ضلع دیگر متناسب باشند، دو م: 3قییه 



را  ACو  DEاندازه پاره خط های ، سانتی متر و 45برابر  CEدر شکل مقابل اندازه پاره خط : مثال
.به دست آوررید

BC DE



.ر نسبت تشابه آن هاستاگر دو مثلث متشابه باشند، نسبت میانه، نیمساز و ارتفاع های نظیر آن ها براب: نکته

ه بیه و یود میی آورد کیه بیا در هر مثلث قائم الزاویه مانند شکل مقابل، ارتفاع وارد بر وتر دو مثلث قائم الزاوی: نکته

.هم و با مثلث اصلی متشابه اند

!(بالا البتهبا تو ه به شکل: )چهار نکته طلایی که می توان از تشابه این سه مثلث نتیجه گرفت

AB BH BC 2 AC CH BC 2

AH BH CH 2 AB AC AH BC  



کمترینبا تو ه به مثلث روبه رو در هر قسمت مقادیر خواسته شده را با : مثال

.آوریدمحاسبه وبه دست مقدار 

   d ,e ,b ?,c ?5 3  c ,b ,h ?8 6    h ,d ,b ?,e ?5 7



به  Bو Aنقهه ای بیابید که از دو نقهه . مهابق شکل داده شده اند CDو ABدو پاره خط ( الف( تمرین کتاب)-1
.نیز به یک فاصله باشد Cو Dیک فاصله و از دو نقهه 

Gباشید و BCروی عمودمنصیف پیاره خط Oاگیر . می نیامیمOرا ( الیف)نقهیه میورد نظیر در قسیمت ( ب

چه وضعیتی دارند؟Gنسبت به دایره ABCDباشد، رأس های چهارضلعی OAو به شعاع Oدایره ای به مرکز 



روش رسیم هیر ییک از . باشیدdسیانتیمتر از خیط 4بیه فاصیله Aفیرض کنیید نقهیه ( تمیرین کتیاب)-2
.مثلث های زیر را توضیح دهید

.منهبق باشدdیک رأس آن و قاعده آن بر خط Aمثلثی متساوی الساقین که ( الف

.سانتیمتر باشد6را داشته باشد و طول ساق آن ( الف)مثلثی که شرایط ( ب

.باشدرا داشته باشد و مساحت آن  ( الف)مثلثی که شرایط قسمت ( پ cm
28



ثابت کنید که . استدر ذوزنقه مقابل  ( تمرین کتاب)-3
(.یکی از قهرها را رسم کنید: راهنمایی)

AB ST DC
AS BT

SD TC



.ددر هر مورد با عوض کردن  ای فرض و حکم، عکس آن چه داده شده است، بنویسی( تمرین کتاب)-4
.اگر در مثلثی سه ضلع برابر باشند، آنگاه سه زاویه نیز برابر خواهند بود( الف
ضیلع مقابیل بیه »ر اسیت از کیوچکت« ضلع متنیا ر بیه ارتفیاع بزرگتیر»در یک مثلث اگر دو ارتفاع نابرابر باشند، ( ب

.(شکل بکشید و به زبان ریاضی بنویسید)« ارتفاع کوچکتر



عمیود بیر آن خیط رسیم با برهان خلف ثابت کنید نمیتوان از یک نقهه غیرواقع بر یک خط، دو( تمرین کتاب)-5
.کرد



.هر یک از حکم های کلی زیر را با یک مثال نقض رد کنید( تمرین کتاب)-6
.و ود ندارد127هیچ عدد اول بزرگتر از ( الف
.در هر مثلث اندازه هر ضلع از اندازه هر ارتفاع بزرگتر است( ب



فردی در نقهه ی  . متر قرار گرفته است60بر دیوار یک کمپ نظامی نورافکنی به ارتفاع ( تمرین کتاب)-7
ک متر روی زمیین قیرار برای این کار چوبی به طول ی. دارد و می خواهد فاصله خود را تا پایه نورافکن محاسبه کندقرار 

فاصله این مرد تا نورافکن چقدر است؟. متر است5می دهد و مشاهده می کند که طول سایه چوب برابر 

A



احت های آن هیا را بیه نسبت محیط هیا و مسی. در شکل مقابل دو مثلث قائم الزاویه مشاهده می کنید( تمرین کتاب)-8
.دست آورید



نظر بگیرید، به گونه ای که در kبا نسبت تشابه را و  ABCدو مثلث ( تمرین کتاب)-9

.و             متشابه اندثابت کنید مثلث های ( الف.  کنیددر دو مثلث رسم و         را حال ارتفاع های . باشد

  A B C  
     

AB AC BC
k

A B A C B C

 A H  A H B AHAHB

.به دست آوریدرا نسبت  ( ب
 

AH

A H
.به دست آوریدو            را دو مثلث مساحت ها و محیط های نسبت ( ت   A B C ABC



.در شکل  زیر مقادیر مجهول را محاسبه کنید( امتحانات سال گذشته)-10



.محاسبه کنیدرا  yو  xاست، مقادیر موازی  BCبا  PQدر شکل زیر ( امتحانات سال گذشته)-11



اگر                        و                 و در شکل زیر ( امتحانات سال گذشته)-12
.را بیابیدمجهولات 

BDC ACB BE AC 12BD 10AB 40





آشنایی با برخی از انواع توابع

وباشنددو چندجمله ایو به طوری که باشد تابعی که ضابطه اش به صورت  : توابع گویا

.گویا هستند... و ،  ،              ، ،               توابعی نظیر مثلا 

P(x)
f (x)

Q(x)
Q(x)P(x)Q(x) 0

y x 2x
y

x




1y  2y x 5x
y

x x




 

2

4
1

5 2

.عبارت زیر را کامل کنید: مثال

نمی تواند در دامنه تابع با ضابطه............... باشد، پس ............... نمی تواند چون مخرج کسر  

.را قطع نمی کند................... محور باشد، بنابراین نمودار تابع  
x

1
f (x)

x

1

f (x)
x

1



مسراوی داشرته باشرند هر دو تابع مساوی حتما دارای دامنه و برد مساوی هستند، اما هر دو تابعی که دامنه و بررد: نکته

امرا نمرودار . سر ابررد هرر دو و مثلا دو تابع روبه رو را ببینیرد، دامنره هرر دو  . صرفا مساوی نیستند

!آن ها روی هم منطبق نیس  و مساوی نیستند

 ,0 1 ,0 2



.آیا دو تابع زیر مساویند؟ برای پاسخ خود دلیل ارائه کنید: مثال
  

   

f (x) x x

g(x) x x

2

1



توابع رادیکالی

اسر  کره زیرر xزیر ذره بین برده شرده کره دامنره آن هرا مقرادیری از 2در کتاب درسی فقط توابع رادیکالی با فرجه 

بازهه دامنه آن مقادیر کاس  ساده ترین تابع رادیکالی  .  کند( بزرگ تر مساوی صفر)رادیکال را نامنفی 

.نمودار آن که به نمودار اَبرویی معروف اس  به صورت روبه رو اس . اس 

.ه اش رسم کندامنه اش را مشخص کن، سپس یک ابرو در دامن: روش رسم توابع رادیکالی به فرم 

y x

 ,0

y ax b 

.را رسم کنیدنمودار : مثال     y x2 1 3



تابع پله ای

نهرا یرک عردد در بررد به تابعی که دامنه آن را بتوان به صورت تعدادی بازه جدا از هم نوش  و به هر یک از این بازه ها ت
.(  داردبه عبارت دیگر در هر بازه از دامنه آن ها، یک تابع ثاب  وجود. )نسب  داد، تابع پله ای می گویند

.  تابع پله ای اس یک مثلا  

:تعریفش را ببینید. مشهورترین تابع پله ای تابع جزء صحیح اس 
بع برره ایررن تررا. جررزء صررحیح هررر عرردد می شررود اولررین عرردد صررحیح کوچررک تر از خررودش(: تررابع براکرر )تررابع جررز صررحیح 

:                   مثال به طور . داده می شودنشان صورت 

.  جزء صحیح یک عدد صحیح می شود خودش: نکته

x
y x

x

    
  

 

1 2 1
2 0 4
1 4 6

 f (x) x

   /4 3 5  /5 9 5  /3 1 3   /4 9 5



.اس ................ برابر ، در این صورت حاصل  باشداگر  : مثال   f (x) x 3f ( )2 2

.رسم کنیدرا تابع  ( تمرین کتاب: )مثال   f (x) x 2



وارون یک تابع و تابع یک به یک

ی زمانی یک به یک اس  کره هرید دو زوج مرتبری بردهرا fتابع : از روی زوج مرتب fتعریف یک به یک بودن 

(yهای )اگر برد آن ها برابر باشد، باید دامنه آن ها نیز برابر باشد. برابر نداشته باشند!

مثلا. اما یک به یک نیس ( چون دامنه آن ها متفاوت اس )اس  تابع مثلا  

.ژگی های یک تابع اس دق  کنیم که یک به یک بودن از وی! تابع نیس  که بخواهد یک به یک باشد یا خیراصلا 

!!مثلِ یک مرد. یک تابع یک به یک. تابع اس  h، اما در مثال 

 f ( , )( , ) 1 2 4 2 f ( , )( , ) 1 2 1 3

 h ( , )( , ) 1 2 3 4



تشخیص یک به یک از روی نمودار

یس  که نتابع مثلا  . ها، باید نمودار تابع را حداکثر در یک نقطه قطع کندxهر خط موازی محور 

ما چون اس  امثلا                     تابع !( نمودار بزرگوار را در دو نقطه قطع کرده lخط. )یک به یک باشدبخواهد 

به وط مربنقطه قطع کرده دیگر یک به یک نیس ، اما  2نمودارش را در ( هاxمحور موازی lخط 

.تابعی یک به یک اس 



 fوارون تابع 

با  را  fمی نامیم و معکوس ( معکوس پذیر)را وارون پذیر  fخود تابع یک باشد، ،f)معکوس f (وارون اگر 

.می دهیمنشان 

معکوس پذیر اس ؟fحال سوال اینجاس  که چه زمانی 

.  وارون پذیر اس  اگر و فقط اگر یک به یک باشدfتابع  :fشرط وارون پذیری 

.کافی اس  جای مولفه های طول و عرض زوج مرتب ها را عوض کنید: روی زوج مرتباز  fمعکوس کردن 

خطبه نسب  و  fبه یک باشد، معکوس پذیر اس  و نمودار یک  fگفتیم اگر :به دس  آوردن نمودار 

.قرینه اند( نیمساز ربع اول و سوم)

و:                         نتیجه

f 1

f 1f 1

y x

f f
R D  1f f

D R  1



.تابع وارون هر یک از توابع زیر را بیابید: مثال

  ( , )( , )( , )2 3 2 1 1 2



. بنویسریم yرا برحسرب x( در صرورت امکران)سپس سعی می کنیم . قرار می دهیمyنماد ، ابتدا به جای 

(x را تنها می کنیم )! در آخر به جایx، به جای یا           وx،yقرار می دهیم.

دی اسر ، پرس چون نمودار این تابع خطی، صرعو! به دس  بیاوریمرا مثلا می خواهیم وارون تابع  

پس وارون پذیر نیرز. یک به یک اس  fها، نمودارش را در یک نقطه قطع می کند و در نتیجه xهر خط موازی محور 

!بقیه راه حل را ببینید. هس 

f (x)

f (x)1
y1

f (x) x 
12
3

 fتابع بدست آوردن ضابطه ی وارون 

.نشان دهید که وارون تابع داده شده، یک تابع درجه دوم اس : مثال f (x) x3



اعمال جبری روی توابع، رسم نمودار توابع

. شود دامنه این تابع می؛ یعنی ضابطه دو تابع را با هم جمع کنیم، : جمع -1

می شوددامنه این تابع؛ یعنی ضابطه دو تابع را از هم کم کنیم، : تفریق -2

می شوددامنه این تابع، یعنی ضابطه دو تابع را در هم ضرب کنیم، : ضرب -3

.ابع می شود دامنه این ت، یعنی ضابطه دو تابع را بر هم تقسیم کنیم، : تقسیم -4

((f g)(x))f (x) g(x) f gD D

((f g)(x))f (x) g(x) f gD D

((f .g)(x))f (x) g(x) 
f gD D

f
(( )(x))

g
f (x)

g(x)


 f gD D x g(x) 0



!بیابیدا ر،            و دامنه و ضابطه توابع . را در نظر بگیریدو                     دو تابع  : مثال f (x)
x

1
 g(x) x 1f gf gf

g



.داده شده اندو توابع                       : مثال

.(راه حل نوشته شود. )رسم کنیدرا نمودار تابع  ( الف

 f (x) x
23 g(x) 2

g fرا محاسبه کنیدمقدار ( ب. (f .g)( )0



(یادآوری و تکمیل)رسم نمودار تابع 

و در خرلاف جهر  aبره انردازه را  fرا بیابیم، نمودار نمودار                 داشتیم و خواستیم را اگر نمودار  : 1

.ها حرک  می دهیمxعلامتش روی محور 

و در جهر  علامرتش kرا به انردازه fبیابیم، نمودار را داشتیم و خواستیم نمودار را اگر  : 2

.ها حرک  می دهیمyروی محور 

جهر  محرور در را برا ضرریب  fرا رسم کنیم، نمرودار نمودار                 را داشتیم و خواستیم اگر : 3

xها منبسط یا منقبض می کنیم.

f (x)f (x a)

f (x)f (x) k

f (x)f (ax)a

1



هرا قرینره می کنرد، yرا نسب  به محرور نمودار           علامم  منفی آن این اس  که اول تاثیر اگر  : توجه

.بعد آن را منبسط یا منقبض می کند

هرا yدر جهر  محرور  kرا برا ضرریب  fرا رسرم کنریم، نمرودار داشرتیم و خواسرتیم نمرودار  را اگر  : 4

.منقبض یا منبسط می کنیم

هرا قرینره می کنرد، بعرد xنسب  به محرور را تاثیر علام  منفی آن این اس  که اول نمودار اگر          : توجه

.آن را منبسط یا منقبض می کند

a 0f (x)

f (x)kf (x)

k 0f (x)

.را رسم کنیدنمودار تابع : مثال    y (x )
22 1 1



.رسم کنیدرا نمودار تابع با ضابطه  ( کتاب درسی)-1    g(x) x3 4



.حاصل عبارت های زیر را حساب کنید( کتاب درسی)-2

الف)

ب)

پ)

 /300 4002

  /103 003

  /2309 54

.تابع پله ای روبه رو را رسم کنید( تمرین کتاب)-3

 
 
 


 



x ,
f (x) x ,

x ,

3 0 1
0 1 5
1 6 7



.را به دس  آوریدوارون تابع ( تمرین کتاب)-4    f ( , )( , )( , )2 3 2 1 1 2

.نمودار وارون تابع داده شده در شکل زیر را رسم کنید( تمرین کتاب)-5



.به دس  آوریدرا وارون تابع  ( تمرین کتاب)-6  


x
f (x)

7 3
5



.ده شده را بنویسیددر هر مورد، دامنه و ضابطه حاصل جمع، ضرب، تقسیم و تفریق دو تابع دا( تمرین کتاب)-7

الف) 
   



x
f (x) g(x) x x

x

22 3 10
5



(ب       f ( , )( , )( , ) g ( , )( , )( , )( , )2 5 3 4 0 2 1 2 0 3 2 4 3 0



.رسم کنیدا رنمودار تابع  ، با استفاده از نمودار تابع با ضابطه ( تمرین کتاب)-8 f (x) x  g(x) x1 3

.را رسم کنیدنمودار تابع  ( امتحانات سال گذشته)-9   f (x) (x )
21 2



.بیابیدرا مجموعه جواب معادله ( امتحانات سال گذشته)-10   x2 1 3

تابع باشند،و                  دو اگر  ( امتحانات سال گذشته)-11

.به دس  آوریدرا مقدار  ( الف

 f (x) x 3


g(x)
x

3
2

(f g)( )3 .به دس  آوریدرا دامنه تابع  ( ب1 (f g)(x)



تابعامنه در نظر بگیرید؛ درا و برد با دامنه تابع               ( امتحانات سال گذشته)-12

.اس ......................... و برد آن برابر ....................... برابر 

y f (x)  ,2 1  ,3 4

  g(x) f ( x)3 2 1



را طوری تعیین کنیرد nو M. اس مفروض تابع  ( امتحانات سال گذشته)-13

.باشد،fکه برد وارون 

   f (m , )(n , )
4 32 5 1 4

  ,7 18



عبرور کنرد، ضرابطه وارون آن را بره و            از نقراط   fاگرر ترابع خطری ( امتحانات سال گذشرته)-14

.دس  آورید

( , )2 1( , )4 5





تعریف رادیان

بهکه طول کمان روبه رو  rیک رادیان برابر است با اندازه زاویه مرکزی در یک دایره به شعاع 

.باشدrاین زاویه هم 

R.حالا یک نسبت بسازید. درجه است180رادیان  πاین را یک اصل بگیرید که : رابطه بین رادیان و درجه

D



180

یک رادیان حدود چند درجه است؟: مثال

.درجه را به رادیان تبدیل نموده و روی دایره مثلثاتی نشان دهید-105زاویه : مثال



و طول کمان روبه رویش( بر حسب رادیان)رابطه بین زاویه مرکزی 

و طول کمان روبه رویش( بر حسب رادیان)رابطه بین زاویه مرکزی 

:می سازیمیک نسبت به صورت زیر 

.حسب رادیان استبر دقت شود  ، در رابطه  : نکته L r 

.  را طی می کندکیلومتر متر مسافت  3500شخصی در پیست دوچرخه سواری به شکل دایره و به شعاع : مثال

.مقدار زاویه ای که چرخیده است برحسب درجه تعیین کنید

7
2



دایره مثلثاتی

در ایدن دایدره . واحدد اسدت1این دایره شعاعش . وظیفه تولید زاویه بر عهده دایره مثلثاتی است

ی کده ایاداد ضدلع متکدر  بدا حرکدت خدود و انکرافد! دارد، یدک ضدلع متکدر وجدود یک ضلع ثابت 

.می کندمی سازد، زاویه تولید 

.تولید می کندضلع متکر  در جهت عقربه های ساعت حرکتی منفی است و زوایای منفیحرکت 

.ولید می کندحرکت ضلع متکر  در خلاف جهت عقربه های ساعت حرکتی مثبت است و زوایای مثبت ت

.  استو یک مولفه عرضی نقطه انتهایی ضلع متکر  دارای یک مولفه طولی 

!می نامیمها ها و مکور عرض ها را مکور پس در دایره مثلثاتی، مکور طول ها را مکور  Sin Cos



:علامت نسبت های مثلثاتی در ربع های دایره

ترتیدب کدی که نشون می ده تو ناحیه ها بده« هستک»یه رمز هست به نام 
( ت د کسدینوـهمده د سدینوـ د تانناندت و کتانناند! )مثبته و چی به چیه
! خوبه بلدش باشیم

مقادیر نسبت های مثلثاتی زاوایای خاص

ربع هاتدای قبل از حفظ جدول زیر، به این نکته توجه کنید که برای به دست آوردن مقادیر مثلثاتی اب

ه  طول آن نقط. فقط کافی است یک دایره بکشید و آن نقطه را مشخص کنید

!یش تعریف نشدهیکیش صفره یک! برای تاننانت کوتاننانت هم امتداد بده.بودزاویه خواهد و عرضش زاویه 

( , , , , )360 270 180 90 0Cos

Sin



کمان
نسبت

01-010

101-01

01

1

( )360 2( )
3270
2

( )180( )90
2

( )60
3

( )45
4

( )30
60

Sin

cot

tan

Cos

3
2

1
2

3


1 3

33


 ·  R

1
0




0 0
1

 ·  R
1
0

1 3
33


0 0
1

2
2

3
2

2
21

2

3 ·  R
1
0

 ·  R
1
0




0 0
1


 ·  R

1
0


0 0
1



(فرم                  به ! )روش محاسبه نسبت های مثلثاتی زوایای غیرآشنا

. زه منکدرف شدده اندابتدا باید مشخص کنید که هر کدام از این زوایای از ابتدای کدام ربع و بده چده انددا: گام اول

.(نوشت)                ( یا )                ( می توان به صورت را مثلا  )

اده شدده را در آن مشخص کنید زاویه مربوطه در کدام ربع است و علامدت نسدبت د( تشخیص علامت: )گام دوم

.ربع بیابید

ا        ییعنی )، بوداگر ابتدای ربع داده شده مضرب فرد  ( تشخیص نسبت: )گام سوم

و همو          به در این صورت ( جایگاهشون بالا و پایین دایره هستیا                       که 

.در غیر این صورت تغییری در نسبت داده شده رخ نمی دهد. به هم تبدیل می شوندو          

 k
 

2

13590 45180 45

9090   270 3 90

   450 5 90SinCostan

cot



نسبت های مثلثاتی زاویه های قرینه

) Sin( ) 1 210

) cot( )2 135

) cot( )   3 20

!رو می خوره، بقیه می ندازن بیرون منفیه بدبختومنفی فقط   Cos

)Cos( ) Cos  1 )Sin( ) Sin   2

) tan( ) tan   3 ) cot( ) cot   4



.حاصل عبارت زیر را به دست آورید: مثال

  

  

Cos( ) Sin( )

Sin( ) Cos( )

90 270

180 360



زاویه های متمم

یک زاویه با زاویه متمم، 2برای . را متمم هم می نامیمو        آنگاه  ، اگر 

.برابر استدیگری یکی با  دیگر و زاویه 

زوایای مکمل

ا آن هد،           هدای اگدر دو زاویده مکمدل باشدند! را مکمدل هدم می ندامیمو       آنگاه ، اگر 

.آن ها قرینه استهای و ها ، هابرابر، اما 
sin sin( ) sin
tan tan( ) tan
cot cot( ) cot
cos cos( ) cos

     
                        

180
180
180
180

   90Sin Cos

tancotSin Cos  Cos Sin  

  180Sin

tancotCos





1 sin cos 2 2 1

cos sin  2 21

sin cos  2 21

4 cos sin  21

5 sin cos  21

2

3





tan
cot




16 tan .cot 17

i

s

n

in

sin s si

cos

n  

  
2 2
2 2 2

1sin 2

o

s

s

in

cos c co

cos

s  

  
2 2
2 2 2

1

cot
sin

 


2
2
118

9

1

cos 21 tan
cos

 


2
2
11



.بیابیدرا  xسایر نسبت های مثلثاتی زاویه و اگر : مثال 
Cos x

4
5

Sin x 0



.بیابیدرا سایر نسبت های مثلثاتی  و اگر : مثال  cot 2Cos 0



توابع مثلثاتی

طدول ثابدت، متناوبدا  از نظر نموداری تابع متناوب تابعی اسدت کده نمدودار آن در یدک(: تعبیر نموداری)تابع متناوب 

تکرار شود 

نشدانش  T گویند و بدا به طولی که نمودار یک تابع متناوب در آن تکرار می شود، دوره تناوب آن تابع می: دوره تناوب

)             (. تناوب چون یک کمیت از جنس طول است، همواره مقدارش مثبت استدوره . می دهند

T  2

T 0



.فرم روبه روستبه نمودار تابع  : تابع سینوـ

.می شودمشخص از روی این نمودار، چند وینگی مهم تابع 

اوبدوره تن.  استمتناوب است و دوره تناوبش تابع -1

.می شود 

y Sin x

y Sin x

y Sin xT  2

y sin axT
a



2



.ایااد نمی کند xبه طور کلی تابع سینوسی، مکدودیت و شرطی برای مقادیر . استدامنه این تابع -2

در یدک دوره تنداوب، حدداقل پدس یعندی  . اسدتبدازهبرد این تابع برابر -3

. می شود1آن max))و حداکثر مقدار -1آن  (min)مقدار 

 ,1 1Sin ax  1 1



نمودار توابع زیر را رسم کنید؟: مثال

y Sin x2y Sin x  y Sin x 1



به چند وینگدی از روی این نمودار هم می توان. به فرم روبه رو استتابع                        نمودار : تابع کسینوـ 

:بردپی کلیدی تابع  

تناوبدوره تناوبش                  است                       متناوب است و دوره تابع -1

.می شود 

اعمدال  xروی مقدادیر به طور کلی تابع کسینوسی هدم مانندد تدابع سینوسدی، شدرح و مکددودیتی. دامنه آن  است-2

!نمی کند

.  استبازه  تابع                      برد -3

y Cos x

y Cos x

y Cos xT  2´

y CosaxT
a



2

y Cos x ,1 1Cosax  1 1



  y Cos x


2

نمودار توابع زیر را رسم کنید؟: مثال

  y Cos( x)
 2
2



اندازه این زاویه چند درجه است؟. رادیان استبرابر با  Dزاویه ( تمرین کتاب)-1
20

8ه طدول انددازه زاویده مرکدزی مقابدل بده کمدانی بد. سانتیمتر مفروض است10دایره ای به شعاع ( تمرین کتاب)-2
سانتیمتر از این دایره چند رادیان است؟



.حاصل هر یک از عبارت های زیر را به دست آورید( تمرین کتاب)-3
الف)

ب)  Cos( ) cot( )210 240

پ)  Sin tan( )630 540

     Cos( ) cot( ) tan tan( )720 600 720 600

ث) Sin( ) Cos( )
 25 23
3 4

ج)


 


Sin Cos

Sin( ) tan( )

 

 

3 5
4 6

3 4
4 3



مودار زیدر، کددام یدک از با توجه به نمودار توابع سینوـ و کسینوـ، مشخص کنید هر یک از دو ن( تمرین کتاب)-5
.ضابطه های داده شده را دارند؟ نمودار تابع با سایر ضابطه ها را نیز رسم کنید

الف)
ب)
پ)
ت)

 y Cos x2 1

 y Sin x2 1

 y Cos x2

 y Sin x 2



د؟با ذکر دلیل مشخص کنید کدام یک از گزاره های زیر درست و کدام نادرست ان( تمرین کتاب)-6
.نشان می دهدرا شکل روبه رو نمودار تابع با ضابطه  ( الف y Sin x

1
2



.را نشان می دهدشکل روبه رو نمودار تابع با ضابطه ( ب  y Cos x
1
2



نددازه یدک واحدد بده است نمودار تابع سینوـ را بده اکافی برای رسم نمودار تابع با ضابطه  ( پ
.ها انتقال دهیمxموازات مکور 

 y Sin x1



هدا xبت بده مکدور است نمدودار تدابع کسدینوـ را نسدکافی برای رسم نمودار تابع با ضابطه  ( ت
.قرینه کنیم

 y Cos x



است؟چقدرطول کمان مقابل به زاویه   در دایره ای به مکیط ( امتکانات سال گذشته)-7 16150



.به دست آوریدرا به ازای مقدار ( امتکانات سال گذشته)-9  y Cos( x )
4 2
2x



6



در ربع سوم باشد، مقدارانتهای کمان و اگر  ( امتکانات سال گذشته)-11
.به دست آوریدرا 


Sin

5
5tan



.به دست آوریدرا مقدار  ، اگر ( امتکانات سال گذشته)-12




  

Sin( )

Sin( ) Cos( )





  

3
12

5 22 9
2

tan





ی نامیده می شود، تابع نماییک و   و          که هر تابع با ضابطه : تعریف تابع نمایی

...  و ،                     : مانند

د، می یابافزایش تابع، یعنی  مقدار  aپایه بزرگ تر از یک باشد، با افزایش اگر : اول حالت 

.و نمودار حالت صعودی اکید خواهد داشت

توابع نمایی

xy aaa 0a 1

xy ( )
1
2xy ( ) 2

a 1xy a



برخی ویژگی های این تابع با توجه به نمودارش

هرا نمرودارر را حرداکدر در یرک xچون هرر خرم مروازی م رور . )این تابع یک به یک و در نتیجه معکوس پذیر است-1

.(نقطه قطع می کند

(بده صفر  xشما به . )این نمودار یک است( هاyیعنی م ل عبور نمودار از م ور )عرض از مبدأ -2

، به ازای              هاست و xاین نمودار همیشه بالای م ور -3

امرا . ر  اسرتهمان گونه که می بینید، این ترابع هریم م ردودیتی بررای مقرادیر ورودی اعمرال نمی کنرد و دامنره ا-4

.ستاپس برد این تابع . خروجی آن همان طور که گفتیم فقم مقادیر مدبت را تولید می کند

y a  1

xxa 0

( , )0



.ه هم مقایسه کنیدنمودار توابع زیر را در یک دستگاه مختصات رسم کنید و وضعیت آن ها را نسبت ب: مدال

  x x x
y , y ,y2 3 5



می یابد و کاهش  yمقدار ،xدر این حالت پایه بین صفر و یک است و در نتیجه با افزایش مقادیر : حالت دوم 

.نمودارر اکیدا نزولی است

برخی از ویژگی های این تابع با توجه به نمودارش

.این تابع یک به یک و در نتیجه معکوس پذیر است-1

.استها گذر می کند و در نتیجه عرض از مبدأ آن  yاز م ور این نمودار در عرض -2

.، ازای              ها جا خور کرده و در نتیجه به xاین نمودار همواره بالای م ور -3

.می شود              این تابع هم هیم م دودیت و گیری برای مقادیر ورودی اعمال نمی کند و دامنه ار -4

.استتابع                    اما با توجه به نمودار در می یابیم که برد این 

y 1y 1

xxa 0

yD 

yR ( , ) 0



.م مقایسه کنیدنمودار توابع زیر را در یک دستگاه مختصات رسم کنید و وضعیت آن ها را نسبت به ه: مدال

  x x x
y ( ) , y ( ) , y ( )

1 1 1
2 3 4



.و برعکسآنگاه ، یک عدد مدبت باشد و bاگر معادلات نمایی x yb bx y

.معادله های زیر را حل کنید: مدال

 x x2 1 14 8

 x x3 1 2 15 125



نامعادلات نمایی

:حالت کلی دارند2که نامعادلاتی اند به فرم  

!(جهت عوض نمی شود. )بالعکسو آنگاه اگر : اولحالت 

!(جهت عوض می شود. )و بالعکسآنگاه                   اگر  : دومحالت 

.آنگاه               اگر و آنگاه  اگر مدلا 

x yb b

b 1x y

b 0 1x y

x 45 5x 4x( ) ( )41 1
5 5x  4



!مجموعه جواب نامعادلات زیر را به دست آورید: مدال

 x

( )

3
3

12
32

 n
( ) ( )

2 5 71 1
3 3



تعریف تابع لگاریتمی

.و              و بایرد            هر توانی یرک لگراریتم دارد، کره : رمز

.آنگاه                 اگریعنی مدلا 

اگریعنی . ی معکوس یکدیگرندتوابع لگاریتمی و نمای: ارتباط بین یک تابع لگاریتمی و یک تابع نمایی: نکته

.  اگر                      آنگاه                           و آنگاه 

alog a   a 0a 1 0

32 8log 8
23

xf (x) a

x
af (x) log 1x

af (x) logxf (x) a 1



نمودار تابع لگاریتمی با ضابطه 

مرودار ترابع نمرایی نسربت بره با توجه به اینکه تابع لگاریتمی، معکوس تابع نمایی است، پس نمودار آن، قرینه ن

:حالت کلی دارد2است و نیمساز ناحیه اول و سوم 

:اگر مبنای لگاریتم بیش از یک باشد، نمودارر این گونه می شود: حالت اول 

x
af (x) log

(x y)



برخی از ویژگی های این تابع با توجه به نمودارش

.این تابع هم تابعی یک به یک است و معکوس آن تابعی نمایی است-1

چون  )ها را قطع کند، yنمی تواند م ور هیم گاه که  تابع لگاریتمی به فرم -2

بعدا می خوانیم زمانی)ها، آرام آرام میل می کند yبلکه نمودارر فقم به م ور .( نمی تواند صفر شود xدر نتیجه و 

.و از آن عبور نمی کند( می کندمیل .......... به   yمیل کند، به            xکه 

.  استها را قطع می کند و طول از مبدأ آن xاین نمودار برخلاف نمودار تابع نمایی، م ور -3

x
ay loga 1x 0

0

x 1



هرم زیراد زیراد شرود،    xیعنری هرر چره . )نمودار ایرن ترابع هرم صرعودی اکیرد اسرت-4

.(می شود

پس  . به حدود دامنه و برد آن پی می بریمبا نگاهی به نمودار  -5

.و                        

:ی شوداگر مبنای لگاریتم بین صفر و یک باشد، نمودار تابع این گونه م: دوم                 حالت 

x
alog(a )1

x
ay log(a )1yD ( , ) 0

yR 

a 0 1



برخی ویژگی های این تابع با توجه به نمودارش

.این تابع هم یک به یک است و معکوس آن، تابع نمایی است-1

ها را قطع کند و از آن عبرور کنرد، yهیم گاه نمی تواند م ور ،                 تابع لگاریتمی به فرم -2

.ها میل می کندyبلکه به م ور 

آنها را قطع می کند و طول از مبدأ x، این تابع م ور (تابع نمایی)برخلاف نمودار تابع معکوسش -3

(آنگاه                  یعنی اگر  . )است

a 0 1x
ay log

x 1

y 0x 1



زیاد شود، مقدار  xیعنی هرچه مقدار . )نمودار این تابع نظیر تابع معکوسش، اکیدا نزولی است-4

.(کم و کمتر می شودکه 

صررورت درمی یررابیم کرره دامنرره و برررد آن بررهکرره                    بررا نگرراهی برره نمررودار تررابع -5

.می باشدو  بازه های 

x
alog

a 0 1

x
ay loga 0 1

yD ( , ) 0yR 



لگاریتمینمودار تابع 

، از (می باشرند xاز تروابعی و  کره )به طور کلی، دامنره ترابع لگراریتمی بره فررم  

:شرط زیر به دست می آید3اشتراک 

و و                    

y log

( )  1 0( ) 2 0( )3 1



شامل چند عدد ص یح است؟تابع                           دامنه ( سنجش: )مدال

:شروط دامنه را اعمال می کنیم و بین آن ها اشتراک می گیریم




( x )

x
( )

y log
225

4



ویژگی های لگاریتم

1-2-

3-4-

5-6-

a alog log 10
a
a(a ,a ) log  1 0 1

a(a ,a ) log  11 0 0ab a b
c c clog log log 

a
( ) a bb
c c clog log log 

n

m
a a

b
b

n
log ( ) log

m




.را بیابید، حاصل اگر                        ( مدال کتاب: )مدال  /log
2 0 3log

5



(:                            مدلا)-7

کرلا در مبنرای ا رگاهی اوقات، بنا به مدل سوالی که مطرح می شرود، نیراز اسرت  : قانون تغییر مبنا-8

c راهش این است. بنویسیم  :

b a
c c(log ) (log )

a b
(log ) (log )


8 2
5 52 8

a
blog

a
a c
b b

c

log
log

log




را به دسررت مقرردار                        باشررد، و و                      اگررر  : مدررال

.آورید

 /log
5 0 7 /log

3 0 47 /log
7 0 84

log
312 7

25



. معادله ی زیر را حل کنید: مدال  (x ) (x )
log log

1 4
3 3 2



.نمودار هر تابع را به ضابطه آن نظیر کنید( فعالیت کتاب: )مدال

( ب(                                                                     الف  x
f (x) 2 1 g(x) log(x )1



.نمودار توابع زیر را رسم کنید: مدال

  x
y 2 1


 

(x )
y log

1



کاربرد توابع لگاریتمی و نمایی

م اسبه انرژی آزادشده در یک زمین لرزه

شرده در آن برحسب ریشتر داشته باشیم، می تروانیم میرزان انررژی آزادرا  (M)اگر میزان بزرگی یک زمین لرزه 

کره از اسرت  (Erg)می دهنرد و واحرد آن اگرگ نشران  Eمیزان انرژی آزادشده را برا . زلزله را به دست آوریم

:  رابطه مقابل به دست می آید

:انرژی آزاد می کنهاینقدر ریشتری 8مدلا یک زلزله 

log E M / /11 8 1 5

log E ( ) E Erg     /
/ / /

23 811 8 1 5 8 23 8 10



کدام گزاره ص یح است؟( تمرین کتاب)-1

.قرار  داردنمودار تابع با ضابطه روی نقطه  ( الف

.استها، نقطه yبا م ور م ل تقاطع نمودار تابع با ضابطه ( ب

.مساوی اندو                   دامنه توابع با ضابطه های ( پ

.استها، نقطه xبا م ور ضابطه                   م ل تقاطع نمودار تابع با ( ت

( , )
1 5
2 x

y 5

 x
y 10( , )0 10

 x
y 2y x

2

 x
y 6( , )0 6



x.معادله ی نمایی زیر را حل کنید( تمرین کتاب)-2 x x
2 49 3



.حاصل عبارات زیر را به دست آورید( تمرین کتاب)-3

log

1
227

3

log
1000

103



.را به دست آوریدمقدار                     ، اگر                                  ( تمرین کتاب)-4


 

x
( )

f (x) log
5

2
43 2f ( )42



را بره  aار عبرور کنرد، مقردنقطره                  از ضرابطه                      اگرر نمرودار ترابع برا ( تمرین کتاب)-5
.دست آورید

 x
af (x) log( , )2 2



.معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید( تمرین کتاب)-6

 (p ) p
log log

2 2
3 3

  (x ) (x )
log log

1 1
5 5 1



.فرض کنیم ( تمرین کتاب)-7

.را به دست آورید( الف

 x
g(x) 4 2

g( چقدر است؟ x، مقدار اگر                           ( ب1( g(x) 66



.کنیدرسم در بازه  را نمودار تابع با ضابطه  ( تمرین کتاب)-8  x
y 4 1  ,2 2



.جاهای خالی را پر کنید( امت انات سال گذشته)-9

.است..................... و برد آن برابر ................. برابر دامنه تابع ( الف

............... در نتیجه معکوس پذیر .................. تابعی یک به یک تابع ( ب

 x
y ( )3

 x
/y log0 2

.قطع می کند...................... م ور عرض ها را در نقطه ای به عرض نمودار تابع ( پ

.قطع می کند..................... طول ها را در نقطه ای به طول م ور نمودار تابع  ( ت

 x
y ( )

1
6

 x
y log5



.حل کنیدرا نامعادله  ( امت انات سال گذشته)-10  p4 21 8
256



.حاصل عبارتهای زیر را به دست آورید( امت انات سال گذشته)-11
الف)   x

log log log log
3 3 9
5 5 5 52

ب) 


(log log )
?

5 3
2 24

ج)   log ? (log a, log b)15 2 3



.یدرا بیابباشد، مقدار و اگر                    ( امت انات سال گذشته)-12 a
clog

3
4

b
clog

7
9

a b

b
log

2

3





fa
ax

limf(x)


a xL1

a

L1
L2

ax
limf(x) L


 1

ax
limf(x) L


 2

a f

a

a

L

a
22



a

y x  24

23



نمودار آن داده شده است، کدام یک درست و کدام یک نادرست است؟که  fبرای تابع ( تمرین کتاب: )مثال

(ب( الف



x
lim f (x)

0
2f ( )1 2



(ت( پ f ( )2 1



x

lim f (x)
1

0



( ج( ث

وجود ندارد( چ




x
lim f (x)

1
2




x
lim f (x)

0
1




x
lim f (x)

2



موجود است؟آیا حد تابع زیر در ( تمرین کتاب: )مثال x 2



اساات؟ موجااود آیااا . را رسااک کد اادو                    نمااودار دو تااابع : مثااال

؟ در چه نقاطی حد دو تابع با هک برابرند؟چطور(  چرا؟)






x
f (x)

x

3
3

g(x) 1
x

lim f (x)
3

x
lim g(x)

3



x ax ax aa



aaa

f

2

3

1

xx

f(x) xcos((x ) )
lim ?

f( x )

  


  22

2 1
2 12

4

3



xx

[ x] sin x
lim

x[ ] 

  

 22 3 1
3

x /
lim [ x]



1 5

2



x

|x |
lim

x[ x ]



  

2

1

1
1 1

 

x

x x
lim

x

  

 2

2
2



رمی خاوریک کاه بعباارت          در مسائل حدی، گاهی اوقات پس از جایگذاری در یک تابع کسری، به : ابهام 

.و باید با روش های زیر، حد را رفع ابهام کد ک و جوابش را ب اب کمی گویدد به آن ابهام  

به ابهام  ( دو چددجمله ای اندو            )           محاسبه                      ،        اگر در : روش اول

( عامااال سارسااااز)پاااس             و              بااار                ، چاااون                               کدااا ک، برخاااورد 

مخرجارساز سورت و می کد ک تا تجزیه شوند، سپس عوامل ستقس ک سورت و مخرج را بر  . بخش پذیرند

.را با هک ساده می کد ک

0
0

0
0

0
0

x a

P(x)
lim

Q(x)
P(x)Q(x)

0
0

P(x) Q(x) 0P(x)Q(x)x a

x a

(x a)



.حاسل حد زیر را به دست آورید: مثال
x

x x x
lim

x

  



3 2

21
3 2 2

1

. حادهاا هاک می توان اد تجزیاه کد اداگار توانسات د باا اساتااده از ات. لزومی ندارد برای تجزیه حتما تقس ک کد ک: نکته

دیدید، باید سورت و مخارج را در )                 ( 2اگر در سورت یا مخرج عبارتی رادیکالی با فرجه : دومروش 

.مزدوج عبارت رادیکالی ضرب کد د، بعد عامل سارساز سورت و مخرج را با هک ساده کد د

a 



.هر یک از حدهای زیر را حساب کد د: مثال





 x

x
lim

x x
21

1

5 4

 

x

x x
lim

(x )
32
6

8



زیااار را در حااادهای و  و                         اگااار  ( تمااارین کتااااب: )مثاااال
.سورت وجود ب اب د




x
lim f (x)

3
3




x
lim g(x)

2
0


 

x
lim h(x)

2
1




x
lim (f (x) h(x))

2x
lim (h(x))

5
2 x

f (x)
lim

g(x) h(x)2

3

5



fa

a a

f(a)

L

a

L

fa

x a
lim f(x) f(a)




L

a



داه اش ساپس وضاع ت پ وساتگی آن را روی نقاام دام. را رسک کد دتابعنمودار : مثال

.بررسی کد د

 
  

  

x x
f (x) x

x x

3 2
2 2

2 2



.اشدپ وسته بنقطه                 در را طوری ب اب د که تابع  bو  aمقدار : مثال
 

 
 

bx x
f (x) x

x a x

1 3
5 3

3
x 3



L1

a

L2 x a
lim f(x ( L) f a)


  1

x a
Llim f(x)


  2

L1

a

L2 x a
lim f(x ( L) f a)


  2

x a
Llim f(x)


  1

140



.با نمودار مقابل را در نظر بگ ریدتابع : مثال

موجودند؟و حدهای                        کدام یک از ( الف

 f (x) x 2

x

lim f (x)
2x

lim f (x)
2

است؟موجود آیا  ( ب
x

lim f (x)
2

است؟پ وسته آیا تابع در  ( پ x 2





:با ضابطه مقابل را در نظر می گ ریک fتابع :  مثال
.را رسک کد د fنمودار ( الف

  


    
   

x x

f (x) x x
x x

2
2 4 1

1 1 2
5 2 5 آیا دردامده اش پ وسته است؟  ( ج.          به دست آوریدرا  fدامده و برد ( ب



.و                     فاقد حد باشد 3ارائه کد د که در نقطه fتابعی ماندد ( تمرین کتاب)-2 f ( )3 1

تعریف نشده باشد و 2ارائه کد د که در نقطه  fتابعی ماندد ( تمرین کتاب)-3



x
lim f (x)

2
4



موجود است؟آیا . را رسک کد د f، نمودار اگر                    ( تمرین کتاب)-4 
x

f (x)
xx

lim f (x)
0

.حدهای زیر را در سورت وجود محاسبه کد د( تمرین کتاب)-5





x

x
lim

x

3

2
8
2

x

lim x
0



 



x

x
lim

x3

2
1

  x

x
lim

x2






x

Sin x
lim

Sin x

2

2

1
1



تگی ایان در نظر بگ رید و پ وساو                             را توابع  ( تمرین کتاب)-6

.بررسی کد دتوابع را در 

    
 

x
xf (x) x
x

2 9 3
3

6 3






x
g(x)

x

2 9
3

x 3



ناپ وسته است؟چه نقاطی پ وسته و در چه نقاطیدر ، تابع                     با توجه به نمودار ( تمرین کتاب)-7  f (x) xf

پ وساتگی تاابع .  دکدبررسی در نقطه  را پ وستگی تابع  ( تمرین کتاب)-8

دیگر چگونه است؟نقام در 

  


 

x x
f (x)

x x
2
2 2 0

2 0
x 0



پ وساته 1باشاد، ولای تاابع در -1مسااوی نقطاه                    تابعی مثال بزن اد کاه حاد آن در ( تمرین کتاب)-9

.نمودار این تابع را رسک کد د. نباشد

x 1



پ وسته است؟در                  کدام یک از توابع زیر ( تمرین کتاب)-10 x 1



تگی آن را در رسااک کد ااد و سااپس وضااع ت پ وساارا تااابع ( الااف( امتحانااات سااال گذشااته)-12

.بررسی کد دو بازه های                  

  y x x

( , ]0 1( , )1 پ وسته است؟ چرا؟آیا تابع در بازه های  ( ب0 ( , ]1 1



.  حاسل حدهای زیر را به دست آورید( امتحانات سال گذشته)-13



 

 x

x x
lim

x x

2

25
3 13 10

6 5





x

Sin x
lim

Cos x 2
2

1



ساته با توجه به نمودار، حاسال حادهای خوا. به سورت زیر داده شده است fنمودار تابع ( امتحانات سال گذشته)-14
.شده را بدویس د

x

lim f (x)þ ²H)
1

x

lim f (x)J )
1

x
lim f (x)N)

1

x
lim f (x)R)

2



.حدهای زیر را محاسبه کد د( امتحانات سال گذشته)-15





 x

x
lim

x x

2

21
1

4 3





x

x
lim

x2

2
2





x

Sin x Cos x
lim

Sin x Cos x 2 2
4



:آنگاه داریکاگر                   : روش سوم

.ی باشددق قا یک( یا مخرج)باید با عبارت داخل سورت جلوی              داشته باش د حتما کمان توجه 

0s in
lim





0
1 lim

s in




0
1

s in

x

s in x
lim

x0
2

3 x

tan x
lim

x

2

20
5

مخصوص رشته ریاضی



ه هاک عباارت کادر حادود یاا ابهاام ! حواست باشه ایدجا رو می خاوام خودماونی بگاک(: تغ  ر متغ ر)روش چهارم 

دارایعبارت و کمان به سمت یه( مثل               ) هک عبارت مثلثاتی ( مثل                     )جبری داشتی 

، آنگاهبه این سورت که اگر . ، با تغ  ر متغ ر مسئله را حل کد د(مثل)م ل می کرد 

.قرار ده د هک به جای  . ، طوری که 

x  2cos x

0
0

x



2

x 

x t t 0xt  





x

x
lim

cos x



2

2



cos:بسپاریداتحاد زیر را ب اد 2در محاسبات حدی،  s in   21 2 2 cos cos   21 2 2






x

s in x
lim

x 
4

2 1
4



نقطهدررا چدان تع  ن کد د که تابع و         مقدار ( تمرین کتاب)-18

.پ وسته باشد

 



  
 




cos x
x

x
f (x) b x

x a x

2
1 0

1 0
2 0

abx 0







x

cos x
lim

xsin x0
2 2 2





p(A:افتاده است اتفاق  Bاست به شرط آن که بدانیم  Aوقوع پیشامد احتمال احتمال شرطی B)
p(A B)

p(B)


روش حل مسائل احتمال شرطی

والاک، کلمناتی ملن  به این  ونو ک کنه د  منت  سن. ابتدا باید تشخیص دهیم مساله داده شده از نوع احتمال شرطی است

س از تشنخیص، پ. آو ده شده و یا به وو ک گنگ یک شرط بر  وی فضای نمونه ای اعمال شده است“ می دانیم“یا ” اگر“

می سازیمشرط گفته شده  ا  وی فضای نمونه ای اعمال می کنیم و یک فضای نمونه ای جدید 

.بعد احتمال  ا  وی فضای جدید حساب می کنیم)                  ( 

.باشد، استفاده می کنیماز فرمول، بیش تر د  مسائ  جبری احتمال شرطی یا مواقعی که فضای نمونه ای د  دسترس ن: نکته

newS



احتمال آن که فقط دوتای آن ها پسر باشد کدام است؟. فرزند دا د3پد  مهسا : ملال

هنم دانا  این  و احتمال این  کنه فنردیمشخص برابر جامعه ی احتمال وقوع نوعی بیما ی د  یک : ملال
، احتمنال د منان اگر فردی به بیما ی منککو  دانا  شنده باشند. استبیما ی شود و هم د مان یابد برابر 

یافت  او اقد  است؟

/0 04
/0 02



p(AمستقلندBو Aدو پیشامد  B) p(A) p(B)  

و 3ظاهر شدن عددی بخش پکیر بر  Bظاهر شدن عدد زوج، پیشامد  Aد  پرتاب یک تاس، فرض کنید پیشامد : ملال

.ر سی کنیدباشد؛ مستق  یا وابسته بودن هر دو تا از ای  پیشامدها  ا ب2ظاهر شدن عددی بز گ تر از  Cپیشامد 



، آنگاهو                       دو پیشامد مستق  باشند به طو ی که  Bو  Aاگر : ملال

. ا به دست آو ید

p(A)
2
5

p(A B)
1
2

p(B )



: باشند، دا یممستق   Bو  Aاگر : نکته

.حالت دیگر  ا می توان نتیجه گرفت3یعنی از مستق  بودن هر کدام، مستق  بودن 

p(A B) p(A) 

؟کدام استدو پیشامد مستق  باشند،  Bو  Aاگر : ملال

1 )2)

3 )4 )

 p(A )p(B )p(A )p(B)

p(A)p(B )p(A)p(B)1

 p(A B)1



آمار توصیفی

(:شاخص های مرکزی)معیا های گرایش به مرکز 

  کتناب د سنی کنه د)به وسیله شاخص های مرکزی، می توان مرکزیت داده ها  ا از نظر مقدا ، تعداد و حتنی تنراکم 

.به دست آو د( نیامده

یانگی  د  واقن  مرکزینت م. میانگی ، ساده تری  و د  عی  حال پرکا بردتری  معیا  گرایش به مرکز است: میانگی 

:طبق تعریف دا یم. مقدا ی داده ها  ا مشخص می کند و مرکز ثق  داده ها  ا تعیی  می نماید

N

i
i N

x
x x ... x

X
N N

   
 


1 1 2



. گردینده اسنت7و 3، -1، -5د  نظر گرفته شده و تفاوک آن از یکایک نمراک 11معدل حدسی تعدادی نمره : ملال

معدل واقعی نمراک کدام است؟



ویژگی های میانگین

.می شود( یا تفریق)کنید، میانگی  هم با همان عدد جم  ( یا تفریق)جم   cاگر داده ها  ا با عدد -1

.برابر می شود  kضرب کنیم، میانگی  هم  kاگر داده ها  ا د  عدد -2

:  به طو  کلی دا یم-3

!(یعنی هر بلایی سر داده ها بیا ید، سر میانگی  هم همون بلا میاد)

.میانگی  با داده ها هم واحد است-4

:  یعنی. وفر است"انحرافاک داده ها از میانگی "مجموع -5

i i(kx c) xx kx c  

N

i
i

(x x)
1

0



میانه

ونعودی، میاننه یعنی پس از مرتن  کنردن داده هنا بنه ترتین . میانه، مرکزیت تعدادی داده ها  ا مشخص می کند

بخوانیند )ینا             میاننه  ا بنا  . داده ای است که تعداد داده های قب  و بعد از آن با هم برابنر باشند

.نشان می دهند( ایکس مدَْ

Q2x

طریقه به دست آوردن میانه

.ابتدا داده ها  ا از کواک به بز گ مرت  می کنیم: گام اول

N.تعداد داده هاست، شما ه میانه می شود  Nاگر فرض کنیم : گام دوم 1
2



.اده هاستفرد باشد، شما ه میانه عددی  ُند می شود که د  ای  حالت میانه، داده وسط و د  واق  یکی از خود د Nاگر -1

د  این  حالنت . داده وسنط2زوج باشد، شما ه میانه غیر ُند می شود کنه د  این  حالنت میاننه می شنود مینانگی   Nاگر -2

.ممک  است میانه از خود داده ها نباشد

. ا به دست آو ید85، 75، 95، 96، 54، 63، 51میانه داده های : ملال

. ا به دست آو ید51، 85، 93، 85میانه داده های : ملال



پراکندگی( یا شاخص های)معیارها 

 تری  و کوانک تری  داده هنا تغییراک ساده تری  شاخص پراکندگی است که اختلاف بی  بز گدامنه : تغییراک دامنه 

max.داده می شودنشان  R ا مشخص می کند و با نماد  minR x x 

ویژگی های دامنه تغییرات

.دامنه تغییراک، شاخصی سری  اما کم دقت برای بیان پراکندگی داده هاست-1

ینر تعنداد و وابسته اسنت و بنا تغیو                   از ای  جهت کم دقت است که مقدا ش فقط به  

.مقدا  داده های میانی، مقدا  آن تغییر نخواهد کرد

ینان مینزان د  وو ک وجنود داده هنای دو افتناده، اسنتفاده از دامننه تغیینراک بنه عننوان معینا ی بنرای ب: نتیجه

.پراکندگی داده ها اولا مناس  نیست

maxx
minx



 ا وقتی همه داده هنا!! با عق  جو  د می آید. )نخواهد کردتغییری  Rاضافه کنید،  kاگر به همه ی داده ها مقدا  ثابت -2

!!(با یک عدد ثابت جم  می کنید، پراکندگی آن ها نسبت به هم نباید تغییر کند

!(هم        ضرب می شود  mد  اون هم  . )برابر می شودبرابر کنید، دامنه  mاگر داده ها  ا -3

:  و به طو  کلی دا یم-4

ه تغیینراک هنم ینک یعنی اگر مللا داده ها کمیتی طولی با واحند متنر باشن ، دامنن. )دامنه تغییراک هم واحد داده هاست-5

.(کمیت طولی با واحد متر خواهد بود

.یعنی داده ها با هم برابرندو اگر برای اند داده باشند               اگر اند داده برابر -6

m
maxxminx

imx k xiR m R

R 0R 0



:دا یم. «مجکو  انحرافاک از میانگی »میانگی  می شود : تعریف وا یانس(بخوانید سیگما دو، )       واریانس  2

Ni (x x) (x x) ... (x x)(x x)

N N

     
  


2 2 22

2 1 2

.میانگی  داده ها  ا به دست بیا : گام اول

.  انحراف داده ها از میانگی   ا حساب ک : گام دوم

)                   (. برسان2انحرافاک  ا به توان : گام سوم

.اده هاست ا حساب ک ، همان وا یانس د( مجکو  اختلاف داده ها از میانگی )میانگی  داده های گام سوم : گام اها م

i(x x)

i(x x) 2



. ا حساب کنید5و 4و 3و 2و 1وا یانس داده های : ملال



ویژگی های واریانس

د، آن انند داده بنا اگر اند داده با هم برابر باشند، وا یانس آن ها وفر است و اگر وا یانس اند داده وفر باشن-1

.هم برابرند

به عبا ک . واهد کردکنید، وا یانس ای  داده ها تغییری نخ( یا تفریق)اگر داده های آما ی  ا با عدد ثابتی جم  -2

:  دیگر

:  به عبا ک دیگر. ضرب می شودضرب کنید، وا یانس د   mاگر داده ها  ا د  عدد ثابت -3

i ix k x  2 2

m2

i imx x(m)  2 2 2



:  و به طو  کلی دا یم-4

.واحد وا یانس برابر با توان دوم واحد داده مو دنظر است-5

ک بنودن وا یانس بز گ نشان دهنده ی دو  بنودن داده هنا از مینانگی  و وا ینانس کوانک نشنان دهنده ی نزدین-6

پنس . سنتنشنان دهنده ی برابنری داده ها( همان طو  که اشنا ه شند)داده ها به میانگی  است و وا یانس وفر هم 

.استوا یانس معیا  خوبی برای سنجش پراکندگی و تغییرپکیری داده ها نسبت به میانگی 

i imx k xm  2 2 2



داده هایوا یانس ، باشد و داشته باشیم 18برابر اگر وا یانس داده های : ملال

کدام است؟
ib  i ib ( a )3 4

i( a )2 5



(بخوانید سیگما، )           انحراف معیار 

.عد از آن جک  بگیریدپس برای محاسبه آن کافی است وا یانس  ا محاسبه کنید، ب. جک  ملبت وا یانس است

فرمول محاسبه انحراف معیا  



n

i
i

(x x)

n
 



 


2

1



ویژگی های انحراف معیار

رابنر باشنند، انحنراف یعنی اگر انند داده ب. )اگر انحراف معیا  اند داده وفر باشد، یعنی داده ها برابرند و برعکس-1

.(معیا  آن ها وفر است

. کنیم، انحراف معیا  تغییری نمی کند( یا تفریق)جم   kاگر داده ها  ا با عدد -2

به ای  دلی  د   . )ضرب می شودضرب کنیم، انحراف معیا  د   mاگر داده ها  ا د  عدد -3

 تر ینا مسناوی ونفر می شود که انحراف معیا ، جک  ملبت وا یانس است و بنابرای  مقدا  آن همیشه بز گضرب 

.(است

i ix k x  

mm

i imx xm  



:  به طو  کلی دا یم-4

.واحد انحراف معیا  از جنس واحد داده هاست-5

ه مقندا ش کم تنر مقدا  انحراف معیا  هر اه بز گ تر باشد، یعنی پراکندگی داده هنا حنول مینانگی  بیش تنر و هنر ان-6

هند، از عندد وا ینانس امنا عنددی کنه انحنراف معینا  می د. باشد، یعنی پراکندگی داده ها نسبت به میانگی  کم تر است

.معقول تر و منطقی تر است

i imx k xm  



داده هایبرابر  باشد، انحراف معیا  اگر انحراف معیا  داده های : ملال
! ا به دست بیاو ید تو دلیا

     nx , x , ... , x1 2
1 1 12 2 2
2 2 2

  nx , x , ..., x1 25 1 5 1 5 1



ضریب تغییرات

: یعنی. برابر است با نسبت انحراف معیا  به میانگی 

واحدهایاون . )ضری  تغیراک واحد اندازه گیری ندا د. ضری  تغییراک معمولا به وو ک د ود بیان می شود

.(با هم برابرن و از وو ک و مخرج ساده میش و 

CV
x





x



ویژگی های ضریب تغییرات

.ضری  تغییراک مخصوص داده های ملبت است-1

راک انند داده و اگنر ضنری  تغیین( انون                   . )اگر داده ها برابر باشند، ضری  تغیینراک ونفر اسنت-2

.وفر باشد، داده ها برابرند

 mد انون هنم . ضرب کنیم، ضری  تغیینراک تغیینری نخواهند کنرد mاگر داده ها  ا د  عدد ثابت -3

: پس، ضرب می شود، هم 

 0



xi imx xCV CV



غیینر بندون ت)( انون ونو ک آن . به وو ک منظم تغییر نمی کنندCVکنیم، جم   kاگر داده ها  ا با عدد ثابت -4

.می شودجم   Kتغییر می کند و با )        ( باقی می ماند و مخرجش 

.  می یابد( افزایش)کاهش  CVکنیم، ( تفریق)جم  اگر داده ها  ا با عدد ثابت  : توجه

:  به طو  کلی می توان گفت-5

x

(k )k0i

i

x

x kCV
x k








i

i

x

mx k

m
CV

(mx) k









بنه حسناب یک مزیت بنرای این  شناخص( اون واحد ندا د)به واحد اندازه گیری داده ها بستگی ندا د  CVاینکه -6

ده باشند و ینا اون تحت شرایطی که داده های مربوط بنه کمینت د  دو جامعنه بنا واحندهای متفناوک بینان شن. می آید

  دو گنروه داده از آن داده ها با واحدهایی که نمی شناسیم ا ائه شده باشند، می توان برای مقایسنه پراکنندگی داده هنا د

یا مللا برای مقایسه شدک  .Bبا وزن کلاس  Aمللا برای مقایسه پراکندگی اعداد مربوط به قد کلاس . )استفاده کرد

.(شده اند که برای ما ملموس نیستبیان (  (Candelaنو  د  دو آزمایش مختلف که با واحد کندِلا 

x b



سال بعد اه تغییری خواهد کرد؟10ضری  تغییراک س  دانش آموزان کلاس شما : ملال



(Quarterهمان چهار یک به معنی ربع است، فرنگی آن می شود )چارک ها 

.اا ک اول و دوم و سوم  ا د  نمودا   وبه  و ببینید



روش محاسبه چارک ها

. ا به دست آو ید( یا همان )ابتدا میانه : گام اول

ه دسنت بیاو یند و یک میاننه بن( خودِ میانه حساب نیست)سپس برای داده های مرت  شده ی قب  از میانه : گام دوم

. آن  ا اا ک اول بنامید

و یند و آن  ا انا ک یک میانه به دست آ( خودِ میانه حساب نیست)برای داده های مرت  شده بعد از میانه : گام سوم

. سوم بنامید

Q2x

(Q )1

(Q )3



.اا ک های اول و دوم و سوم  ا د هر مو د، به دست آو ید: ملال

21و 14و 12و 11و 8و 4( ب24و 21و 14و 12و 11و 8و 4( الف



لنی فوتبنال د  تنیم ماحتمنال        د  تنیم کوهننو دی مد سنه اش و بنه احتمنال           احمد به ( تمری  کتاب)-1
.احتمال های زیر  ا محاسبه کنید. نوجوانان انتخاب می شود

.د  هر دو تیم مو دنظر انتخاب شود( الف

/0 7

.د  هیچ کدام از دو تیم انتخاب نشود( ب

/0 8

.حداق  د  یکی از تیم ها انتخاب شود( ث.فقط د  یکی از تیم ها انتخاب شود( ک.فقط د  تیم ملی انتخاب شود( پ



وسنتش د  این  احتمال ای  که  ویا د  د س  یاضی قبول شود، دو برابر احتمنال آن اسنت کنه د( کتاب د سی)-2
اشد،  وینا بنا باگر احتمال ای  که حداق  یکی از آن ها د  د س  یاضی قبول شوند، برابر . د س قبول شود

اه احتمالی د  ای  د س قبول خواهد شد؟
/0 625



رط اینکه بدانیم احتمال آن که هر دو عدد  و شده زوج باشند، به ش. دو تاس با هم پرتاب شده اند( کتاب د سی)-3

.است  ا به دست آو ید8مجموع اعداد  و شده برابر 



احتمنال واکننش نشنان . هسنتند Bو  Aماده شیمیایی دا یم کنه دو تنا از آن هنا منواد 6ترکیبی از ( کتاب د سی)-4

واکننش دهند، احتمنال واکننش  Aاگنر مناده . اسنت،Bو احتمال واکنش نشان دادن مناده ،Aدادن ماده 

واکنش نشان خواهد داد؟ Bیا  Aبا اه احتمالی حداق  یکی از مواد . خواهد شد،Bنشان دادن ماده 

1
5

1
7

1
4



.د ستی یا ناد ستی جمله های زیر  ا مشخص کنید( تمری  کتاب)-5

.کاهش می یابداز داده ها کم شود، انحراف معیا  به اندازه  Cاگر مقدا  ثابت ( الف

.به داده ها اضافه شود، ضری  تغییراک بز گتر می شود Cاگر مقدا  ثابت ( ب

.می شودبرابر د  داده ها ضرب شود، انحراف معیا   اگر مقدا   ثابت ( پ

.د  داده ها ضرب شود، ضری  تغییراک ثابت می ماند Cاگر مقدا  ثابت ( ث

C

C

1
C

1



هنگام بنازی ینک تناس و اگر. استپرسپولیس              احتمال برد استقلال د  برابر ( امتحاناک سال گکشته)-8
آمدن تاس اند است؟5یک سکه هم بیاندازیم، احتمال برد استقلال و  و آمدن سکه و  کمتر از 

/0 7



وا ینانس . می باشد1و -1و -4و -2و 3اختلاف پنج داده آما ی از میانگی  آن ها برابر ( امتحاناک سال گکشته)-9
.ای  پنج داده آما ی  ا به دست آو ید



و پیشامد مستق  باشند، به طو ی که  دو  Bو  Aاگر ( امتحاناک سال گکشته)-10

.بیابید ا آنگاه  ، 

p(A B)
1
2

p(B)
1
3

p(A B)



:یک تاس و یک سکه  ا با هم پرتاب می کنیم( امتحاناک سال گکشته)-11
.د  آن تاس عدد فرد بیاید  ا مشخص کنیدکه  Aپیشامد 

د؟ ارا؟آیا ای  دو پیشامد مستقلن. بیاید  ا مشخص کنید5و تاس عدد کواکتر از «  و»د  آن سکه که  Bپیشامد 



:باشد3و ضری  تغییراک 5اگر میانگی  ده داده ی آما ی برابر ( امتحاناک سال گکشته)-12
.داده  ا بیابید12به داده های قبلی اضافه شود، ضری  تغییراک 5و 5اگر دو داده ی ( بوا یانس داده ها کدام است؟( الف


